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CHAPITRE PREMIER. 


POINTS IMAGINAIRES CONJUGUÉS. 


Sur unc droite, deux points donnés peuvent être repré- 
sentés simultanément par deux couples de points réels 
qui déterminent une involution dont les points doubles 
sont les points donnés. 

Si les points doubles sont récls, le point central de l’in- 
volution n’est jamais compris entre deux points homo- 
logues ; et deux segments, déterminés par deux couples de 
points homologues, n’empiètent jamais lun sur l’autre. 

Mus si les points doubles sont imaginaires coujugués, 
un couple quelconque de points homologues est séparé 
par le point central, et deux segments, déterminés par 
deux couples de points homologues, cmpiètent toujours 
l'un sur l’autre. 

[résulte de là que, sur une droite, deux points imagi- 
naires conjugués sont délerminés simultanément par deux 
couples de points réels dont les sezments empiètent lun 
sur l'autre, 
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Et il est évident que ces deux couples de points réels 
peuvent être remplacés par d’autres couples, pourvu qu'ils 
appartiennent à l’involation déterminée par les deux pre- 
miers. 

Nous pouvons done choisir, parmi les couples de points 
homologues de l'involution, le couple formé du point cen- 
tral O et de son homologue O’, à l'infini, et Le couple des 
points E, E/, également distants du point O. 

La détermination du couple de points E, E”, entraînant 
cclle du couple de points O, O’, sera suffisante pour fixer 
la position virtuelle des points imaginaires conjugués que 
l’on veut représenter, si, par une notation symbolique, 
nous donnons à entendre que le couple de ces points 
inaginaires conjugués est le couple des points doubles de 
l'involution déterminée par le couple de points homo- 
logues E, E, et le couple de points homologues O, milieu 
de EF’, er O', à l'infini. 

Nous sous-entendrons cette condition en tracant un 
trail au-dessous des lettres indicatrices des points E, E”. 

Ainsi les points E, KL’, représenteront les points doubles 
de lPinvolution déterminée par les couples de points 
homologues E, E’ et O, O”. 

Nous adoptons ce mode de représentation des points 
imaginaires conjugués, parce qu'il se présente naturelle- 
ment dans les constructions géométriques, et surtoul 
parce qu'il fait figurer les points imaginaires sur les droites 
qui les renferment. 

On sait que tout couple de points homologues A, A’, 
aypartenant à l’involution qui a pour points doubles E, E”, 
est lié par la relation OA.OA’--OË.OE' ct que les 
points À, A’ séparent harmoniquement les points E, KE’. 

Nous savons donc construire, sur une droite, le conjugué 
harmonique d'un point réel par rapport à un couple de 
points imaginaires conjugués. 
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Il est à remarquer que les trois couples de points EE, E": 
5, E’; O, ©”, sont tels que chacun d’eux sépare harmoni- 
quement les deux autres. 

Nous aurons fréquemment à cffectuer la construction 
suivante : 


Sur une droite, déterminer les deux points qui sr- 
parent harmoniquement deux couples donnés de 
points réels ou tinaginaires conjugués. 

Nous distingucrons quatre cas : 


Premier cas. — Les deux couples de points donnés 
\, A’et B, B', sont réels et leurs segments empiètent 
l’un sur l’autre. 

Les circonférences décrites sur AA’ et BB’, comme dii- 
mètres, se coupent en deux points réels P, P’, et là 
droite PP’ est coupée perpendiculairement en son mi- 
lieu O par la base des points donnés. 

Du centre O décrivons la circonférence passant par les 
points P, P'; cette circonférence coupera la base aux 
points E, L’, également distants de O et l’on aura : 


OE.OE' — OA.OA' — OB.0B. 
Les points cherchés sont donc E et E”. 


Deuxième cas. — Les deux couples de points donnés 
A, A! et B, L', sont réels et leurs segments n’empiètent 
pas l’un sur l’autre. 

Sur AA! et BB'on décrira deux circonférences passant 
par un mème point pris à volonté hors de la base; leur 
corde commune coupera la base en un point O, et du 
centre © l’on tracera la circonférenec qui coupe orthogo- 
nalement les deux premières. 


Cette dernière circonférence coupera la base aux points 
cherchés E, L’, 


ee 


Troisième cas. — L'un des couples A, A’ est réel et 
l'autre B, B', imaginaire conjugué. 

Sur la perpendiculaire élevée par le milieu M du seg- 
ment BB’ considérons les points Q et Q', situés à la 
même distance du point M que les points B ct B', puis 
construisons la circonférence qui passe par les points Q,'Q" 
cl coupe orthogonalement une circonférence quelconque 
passant par les points À, A'; elle coupera la base aux 
points cherchés E et E’. 


Quatrième cas. — Les deux couples de points À, A’ 
et B, B', sont imaginaires conjugués. 

Sur les milieux des segments Al et BB’, élevons des 
perpendiculaires sur lesquelles nous prendrons les couples 
de points P, P'et Q, Q', situés respectivement aux mêmes 
distances de ces points milieux que les couples de 
points À, A’ et B, B". 

La circonférence qui passe par les quatre points P, l”, 
Q, Q', coupera la base aux points cherchés E, FE’. 


REMARQUE. — Les points cherchés ne sont imaginaires 
que dans le premier cas, c'est-à-dire quand les deux 
couples de points donnés sont réels et leurs segments 
empiètent l'un sur l’autre. 

L résulte de là que dans une mvolution à points doubles 
ümaginaires tous les couples de points homologues sont 
récls, et que si deux couples de points d'une même droite 
forment une division harmonique, Pun des couples au 


moins est réel. 


CHAPITRE IT. 


DROITES IMAGINAIRES CONJUGUÉES. 
DROITES IDÉALES. 


Dans un plan, une droite quelconque rencontre Îles 
couples de rayons homologues d’un faisceau en involution 
‘suivant des couples de points homologues d'une ponc- 
tuelle en involution. 

Si les angles formés par deux couples de rayons homo- 
logues n'empiètent pas l’un sur l’autre, dans toutes les 
ponctuelles en involution, correspondant aux sécantes du 
faisceau, les points doubles sont réels et le Jicu géomt- 
trique de tous ces couples de points doubles est un 
couple de droites réclles que l’on appelle rayons doubles 
du faisceau en involution. 

Mais si les angles formés par deux couples de rayons 
homelogues empiètent Pun sur l’autre, dans toutes ces 
ponctuelles en involution les points doubles sont imagi- 


naires conjugués. 

Par analogie, nous dirons que le lieu géométrique de 
tous ces couples de points imaginaires conjugués est un 
couple de droites imaginaires conjuguées que nous appel- 
lerons rayons doubles du faisceau en involution. 

Sur toute sécanie qui passe par le centre du faisceau, 
le couple de points imaginaires conjugués se confond avec 
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ee centre réel; tout couple de droites imaginaires conju- 
guées comprend donc un point réel qui peut être consi- 
déré comme leur point d’intersection. 

[résulte de ce qui précède que, dans un faisceau, deux 
droites imaginaires conjuguées sont déterminées par deux 
couples de droites réelles dont les angles empiètent 
l'un sur l’autre; et il est évident que ces deux couples de 
‘droites réelles peuvent être remplacés par d’autres couples 
de Finvolution qu'ils déterminent. 

On peut donc choisir, pour couples de droites homo- 
logues, le couple des rayons homologues rectangu- 
laires 0, o!, ct le couple des rayons e, &/, également 
inclinés sur les ravons 0, 0’. 

La détermination du couple de droites e, e', entrai- 
nant celle du second couple 0, 0’, formé des bissectrices 
du premier, sera suffisante pour fixer la position virtuelle 
des droites imaginaires conjuguécs que l’on veut repré- 
senter, si nous faisons connaître, par un signe particulier, 
que ce couple de droites imaginaires conjuguées est le 
couple des rayons doubles du faisceau en involution dé- 
terminé par le couple de rayons homologues e, e’ et le 
couple de rayons homologues 0, 0’, formé par ses bissec- 
1rices. 

Nous obtiendrons ce résultat, dans l'écriture, en plaçant 
un trait au-dessous des leitres indicatrices des droites e, e, 
et, dans la figure, en tracant ces droites avec une couleur 
différente, en rouge, par exemple, si les figures réelles 
sont en noir. 

Nous donnerons aux droites rouges €, €’, le nom dé 
droites idéales conjuguées. 

Ainsi les droites idéales e, e', représentent les rayons 
doubles du faisceau en involution déterminé par les 
couples de droites e, e/, et le couple des bissectrices 
des angles qu’elles forment. 
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Ceile nouvelle manière de représenter les droites ima- 
gluaires conjuguées, au moycu de droites idéales, a l’avan- 
tage de permettre de distinguer les droites imaginaires des 
droites réelles et de faire figurer les droites imaginaires 
dans les plans qui les renferment. 

Elle revient, au fond, à déterminer les rayons doubles 
d'un faisceau en involution par deux couples particuliers 
de rayons homologues réels de ce faisceau. 

Voici un mode de construction des droites idéales, 
images des rayons doubles du faisccau en involution, dé- 
terminé par deux couples de rayons homologues &, a 
et b, b', dont les angles empiètent l’un sur l’autre. 

Traçons une sécante quelconque coupant les droites «, 
a’, db, b', aux points À, 4’, B, B!. 

Sur les scgments AA, BB, comme diamètre, décrivons 
deux circonférences. 

Ces circonférences se coupent en deux points réels 
P,P’. 

Soit O le centre du faisceau, 

Construisons la circonférence passant par les trois 
points P, P', O. 

Ceutc circonférence coupera la sécantc en deux points 
réels D, D’. 

Les points D, D’, sont des points homologues de l'in- 
volution déterminée par les couples de points homo- 
logues À, À’ et B, B'; de plus l'angle DOD' est droit. 

Par conséquent les droites OD, OT), sont des droites 
homologues rectangulaires du faisceau en involution. 

Il résulte de là que dans un faisceau en involution il 
existe toujours un couple de rayons homologues reclan- 
gulaires. 


Quand le point O ne se confond pas avec l’un des 
points, P, P’, il n'existe qu’un scul couple de rayons 
homologues rectangulaires ; mais quand le point O se con- 
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fond avec l'un des points P, D’, tous les couples de rayons 
homologues sont rectangulaires. 

Écartons ce cas particulier, sur lequel nous revien- 
drons. 

Traçons unc sécante perpendiculaire an rayon OD. 

Cette sécante est coupée parle rayon OD en un point C, 
qui est le point central de l’involution correspondant à 
cette sécante. 

Sur Je scgment déterminé sur la sécante par le couple 
de rayons homologues &, a’, décrivons la circonftrence 
dont ce segment est un diamètre; cette circonférence esl 
coupée par la perpendiculaire à la sécante menée par le 
point central C en deux points réels T, T’, également 
distants de C. 

Du centre C, menons la circonférence passant par les 
points T, T’, et soient E, E’ les points d'intersection de 
cette circonférence avec la sécante. 

OE et OE' sont les droites idéales qui représentent les 
rayons doubles du faisceau en involution déterminé par 
les couples des droites homologues &, a et b, b. 

Dans le cas général, les droites idéales OE, OE' sont 
parfaitement déterminées et il est à remarquer que l'angle 
formé par leur image ne peut être droit. 

Au contraire, dans Îe cas parbculier où tous les couples 
de rayons homologues sont rectangulaires, les droites 
idéales OE, OE’ ne sont pas déterminées en direction et 
l'angle formé par leur image est toujours droit, e’est-à- 
dire qu'un couple quelconque de droites rouges rectan- 
gulaires représente le couple des droites idéales conju- 
guées correspondant au couple des rayons doubles du 
faisceau en involution. 

On donne à ces droites imaginaires conjuguécs particu- 
lières le nom de lignes isotropes, et l’on à ces théorèmes 


singuliers. 
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Quand un plan tourne sur lui-même autour de Pur 
de ses points, les lignes tsotropes correspondant au 
centre de rotation restent tmmobiles. 

Tous les couples de lignes isotropes ont évidemment 
les mêmes points à l'infini; ce sont les points cscliques. 

Quand un plan glisse sur lui-même les points eycli- 
ques restent immobiles. 


Théorème. 


Deux couples de droites imaginaires conjuguées se 
coupent suivant deux couples de points imaginaires 
conjugués. 

Nous supposerons que chaque couple de droites imagi- 
naires conjuguées cest déterminé par deux couples de rayons 
homologues du faisceau en involution dont il forme les 
rayons doubles. 

Appelons P et Q les centres des faisceaux. 

Nous savons déterminer, dans chacun de ces faisceaux, 
un premier couple de rayons homologues comprenant la 
droite PQ, puis un second couple de rayons homologues 
qui séparent harmoniquement le premicr. | 

Les premiers couples ont une droite commune PQ et 
leurs secondes droites se coupent en un point KR. 

Les seconds couples de droites homologues, forcément 
réels, se coupent en quatre points réels. 

Appelons À l’un de ces points et R' Ie point d’intersec- 
lion des droites RA et PQ. 

Dans chaque faisceau la droite RR'A rencontre Phomo- 
logue du rayon passant par À en un même point A, con- 


jugué harmonique du point À par rapport au couple de 
points R, R. 


Il résulte de là que la droite réelle RR'A A’ coupe chaque 
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couple de droites imaginaires conjuguécs suivant les points 
doubles de Pinvolution déterminée par les couples de 
points homologues R, R’ et À, 4’. 

Par le point R on peut mener une seconde droite réelle 
qui rencontre encore aux mêmes points les deux couples 
le droites imaginaires conjuguées. 

Le théorème cst donc démontré. 

On démonirerait corrélativement que, par deux couples 
de points imaginaires conjugués, passent deux couples de 


droites imaginaires conjuguées. 


CHAPITRE IL. 


DÉFINITION COMPLÈTE DES CONIQUES. 
THÉORÈME FONDAMENTAL. 


Nous appellerons conique une courbe rencontrée pui 
une droite quelconque en deux points, récls où imagi- 
paires conjugués, el telle que le licu géométrique des 
points conjugués harmoniques d'un point fixe quelconque, 
par rapport aux points d'interscetion de la courbe avec 
une transversale variable menée par le point fise, soi 
toujours une ligne droite. 

Cette ligne droite est dite Ja polaire du point fixe qui 
prend le nom de pôle. 

Les polaires des différents poinis d’une droite passeni 
toutes par le pôle de cctte droite; ct réciproquement. 
quand des droites passent par un même point, leurs pôles 
sont tous sur une droite qui est la polaire de ce point. 

Une conique peut n'avoir aucun point réel; on dit alors 
qu'elle est imaginaire. 

La nouvelle définition des coniques scra justifiée par les 
théorèmes qui suivent : 


LEuME [. — Deux triangles réciproques par rapport 
& une conique sont lLomologiques. 
< 


A 
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Soit ABC un triangle; les polaires des sommets par 
rapport à la conique donnée forment un autre triangle 
A'B'C', réciproque du premier; c’est-à-dire que les côtés 
du premier sont aussi les polaires des sommets du 
second. ! 

La polaire du point A est la droite B'C', par conséquent 
le point À est conjugué harmonique du point de ren- 
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contre S des droites B'C' et AB, par rapport à la conique 
donnée. 

De mème, le point B est conjugué harmonique du point 
de rencontre T des droites C'\' et AB. 

Soit I le point d'intersection des droites AB, AB. 

La polaire du point E, passant par les pôles des droites 
A'B'et AB, est la droite C'C. 

Si donc on désigne par R le point de rencontre des 
droites C'C et AB, les points I et R seront aussi conjugués 
harmoniques par rapport à la conique. 

Ainsi les points I et R forment un couple de points ho- 
mologues de l'involution déterminée par les deux couples 
de points homologues A,S et B, T. 
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Appelons O le point de rencontre des droites A'A et BB 
et considérons le quadrilatère A'OB'C' coupé par la 
transversale AB. 

D’après un théorème connu, la transversale AB ren- 
contre les couples de côtés opposés et le couple des dia- 
gonales du quadrilatère A'O B'C' en trois couples de points 
homologues d’une même imvolution. 

Cette involution est déterminée par les deux couples de 
points homologues À, $S et B,T, intersections des couples 
de côtés opposés du quadrilatère; par suite, le point de 
rencontre de la sécante et de la diagonale C'O forme avec 
le point JF, intersection de l'autre diagonale avec la sécante, 
un couple de points homologues de cette involution. 

: Mais nous avons démontré que les points LR et L forment 
aussi un couple de points homologues de cette invo- 
lution. 

Par conséquent la droite C'O passe par le point R et se 
confond avec la droite C'C. 

Donc le droite C'C passe par le point de rencontre O 
des droites A'A et B'B, ce qui démontre l'homologie des 
triangles ABC ct A/B'C". 


Lee IL. — Un triangle ABC tant tracé dans le 
plan d'une conique, st Pon désiwrne par Aus Be, Cas 
les points de rencontre de la polaire du sommet A avec 
des côtés BC, CA, AB, du triungle ABC, par A5, Be, Co 
et Ac, Be, C, des points de rencontre des polaires des 
sommets BD et C avec ces mêmes cotés, on a la relation 
suivante : 


BABA, CB CB, AC AG 
CA;.CA, ABSAB, BC, BC, 


En effet, le triangle ABC étant coupé par les transver- 
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sales A4 BP, Gas A Bs Co, Ace Be Ge, on à 
BA, CB, AC, 
BA, Ch, AC 
CA, AB, BC 
BA, GB, AC. 


Mais les points A4, Br, Ce sont en ligne droite. d'après le 
lemme précédent ; par conséquent 


BA, CB, AC. 


De ces égalités on déduit celle qui fait l'objet du lemme. 


REMARQUE, -— Quand la conique est remplacée par un 
couple de droites réelles où imaginaires conjuguées, la 
relation précédente subsiste. 

En effet, si du point de rencontre des droites réelles on 
imaginaires conjuguées on mène des droites aux somimcels 
du triangle ABC, ces trois droites forment trois couples de 
“avons en involution avec les poluires correspondant aux 
sommets, par rapport au couple des droites données, et 
pur conséquent, d’après un théorème connu, ces trois 
polaires iront rencontrer les côlés opposés du triangle ABC 
en trois points en ligne droite. 


Théorème fondamental. 


TuéorÈme DE Canxor. -— Un tringle ABC étant trucé 
dans le plar d'une conique. si lon désigne par NAT 
B', B'; C7, © les couples de points de rencontre, réels 
ot imaginaires conjugués, de l« conique avec les cotés 
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BC, CA, AB du triangle ABC, on « la relation suivante : 


BA'.BA" CB'.CB'" AC'.AC" 
CATCAT'AB AB BOB ! 

Considérons les points d'intersection des eôlts du 
triangle ABG avec les polaires de ses sommets, par rup- 
port à la conique donnée, et adoptons les notations du 
Lemme précédent. 

Sur le côté BC, les deux couples de points B, A4 et 
C, Ac, conjugués harmoniques par rapport à la conique, 
déterminent une involution qui a pour points doubles les 
points d’intersection A’, A" de la droite BG er de lu 
conique, d’après notre définition des coniques. 

On sait que les trois couples de points B, G; As, Ac: 
A’, A’ peuvent être considérés comme trois couples de 
points homologues d'une même involution; on à donc là 
relation suivante : 


BA.B\" BA, BA. 
CA CAT 7 CA, .CA. 
Nous avons parcillement 


GR'.CB" _ GB.CR, AAC" AG. AC, 
ABAB — ABA ‘  BC.PC - BC,.BU, 


Multiplions membre à membre, il vient 
BA'.BA" CB'.CB’ AC'.AC" 
CAT.CA'' AB.ABT" BC. BC" 
BABA, CR. CB AG AC 
7 CA, UA, AB.AB, BG,.BC, 


Or, d’après le dernier lemme, le second membre est 
égal à l'unité. 
Donc le théorème est démontré. 


RemarQuE, . - Le théoréme de Carnot est encore vrai 


lorsque la conique est remplacée par un couple de droites 
réelles où imaginaires conjuguées. 


COROLLAIRE I. 


Tuéorène DE Pascar. — Sy les six points A, A", B'B", 
C', C’ sont réels, il résulte de la réciproque du 
Lemme I, dont la démonstration est des plus simples, 
que les droites AB, B'C', CN, rencontrent respective- 
ment les droites AB, BC, CA ou C’C", A'A", B'B", en 


trois points en ligne droite. 


En d’autres termes, quand un hexagonc est inscrit dans 
une conique, les points de concours des trois couples de 
côtés opposés sont silués en ligne droite. 

Ainsi le théorème de Pascal n’est, au fond, que la tradue- 
liou géométrique de la relation de Carnot, appliquée au 
cas particulier où la conique est réelle ainsi que Les six 
points donnés. 


CorozraiRE. II. 


Tuéoniue DE DESARGUES. -— Toutes les coniques, réelles 
ouimaginaires, qui passent par deux couples de points 
fixes, réels ou imaginaires conjugués, rencontrent une 
sécante fixe quelconque suivant des couples de points 
d'une même involution. 


Lo effet, si A, A7 et B', B’ sont les deux couples de 
points fixes, silués sur Îles droites réelles BC, CA, le 
couple des points variables C’, C7, situés sur la sécante 
AB, est lié aux points fixes A, B, par la relation 

BC'.BC"  BA'.BA" CB'.CB” 
AC AC" — CAT.CAT AB AB — SL 


qui exprime que les couples de points variables C', C’ 


appartiennent à une même involution. 


CHAPITRE IV. 


CONIQUES CONJUGUÉES. — THÉORÈMES 
GÉNÉRAUX. 


Théorème I. 


Étant données deux figures F et ®, réciproques par 
rapport à une conique directrice C réelle ou imagi- 
natre, toute figure F' homologique à la figurcF, par 
rapport à un centre et à un axe d'homologie qui sont 
pôle et polaire réciproques de la conique C, est réci- 


roque de la fisure & par rapport à une autre conique 
8 P 
directrice C. 


Considérons sur une droite L’ de Îla figure F' quatre 

| the d' 
points a/, b', c', d’. 

À ces quatre points correspondent, dans la figure homo- 
logique F, quatre points a, b, c, d;, situés sur une droite L, 
homologue de la droite L', et le rapport anbarmonique 
des quatre points «4, b, c, d est égal à celui des quatre 

nt ! ! {A 
points a’, b’, c', d'. 

Aux quatre points en ligne droite «, b, c, d, de la 

P Le] ? ? ? ? 
figure F, correspondent, dans la figure réciproque , 
quatre droites qui passent par un même point et rencon- 
trent la droite L' en quatre points &, 8, y, à, dont le rap- 
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a 
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port anharmonique cst égal à celui des quatre points a, 
b, €, d'ou &', b', ce’, d'. 

Ainsi, sur une droite L', à une série de points a, b", 
c', d',... correspond de la manière indiquée, une série 
de points z, 8, y, 3, ..., tellement que le rapport anhar- 
monique de quatre points de l'une de ces séries est égal 
au rapport anharmonique des quatre points correspon- 
dants de l’autre série. 

Je dis que les deux divisions homographiques formées 
par ces séries de points sont en involution. 

En cffet, soit e’ le point de rencontre des droites homo- 
logues L, L’. 

Le point e’, étant situé sur l'axe d’homologie, est à lui- 
mème son homologue dans les figures F et F”. 

Par conséquent, au point e’, considéré comme apparte- 
nant à la première division, dans la figure F’, correspond 
dans la seconde division, un point & situé sur la polaire du 
point €’ par rapport à la conique C. 

Cette polaire O+ passe par le centre d’homologie O des 
ligures F, F', puisque le centre et l'axe d’homologie sont 
pôle et polaire réciproques de la conique C. 

Il résulte de là qu’au point <, supposé appartenant à la 
première division, dans la figure F’, correspond, dans la 
figure F, un point p de la droite O:, qui est à elle-même 
son homologue dans les figures F et [”. 

La polaire du point p, par rapport à la conique C. 
coupe la droite L' au point de la seconde division qui cor- 
respond au point : de la première. 

Or la polaire du point p passe par le pôle de la droite Oz, 
qui est précisément le point e’ de la droite L/. 

Donc au point e', considéré maintenant comme appar- 
tenant à la seconde division, correspond encore dans 
l’autre division le point +, ce qui démonire que les deux 


divisions homographiques sont en involution. 
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À une droite quelconque I}, de la figure F', correspond 
ainsi une ponctuelle en involution. 

La courbe, lieu géométrique des couples de points 
doubles des involulions correspondant aux différentes 
droites de la figure F”, cst une conique. 

En effet, cette courbe est rencontrée par une droile 
quelconque en deux points; de plus, on voit aisément que, 
par rapport à cetle courbe, le lieu géométrique des points 
harmoniquement conjugués d’un point fixe quelconque g' 
est une ligne droite, polaire, par rapport à la conique C, 
du point q, Lomoloaue dans la figure F du point g' de la 
figure F. 

On conclut de là que cette courbe est une conique C' 
par rapport à laquelle les figures F' et ® sont réciproques. 
C-0.F.D. 


REMARQUE. — Ou démontre, par un raisonnement ana- 
logue, que deux figures réciproques, ou corrélatives, en 
involution, sont polaires réciproques par rapport à une 
conique. 

En d’autres termes, tout système plan polaire a pour 
directrice une conique, réelle ou imaginaire. 


DériniTions. 


J'appellerai la conique C', conique conjuguée de la 
conique G par rapport au centre et à l’axe d’homologie, 
que je désignerai sous le nom de pôle et polaire de conju- 
gaison. 

Le rapport anharmonique d’homologie des figures F' 
ct F sera le rapport de conjugaison des coniques C' et C. 

Pour déterminer une conique conjuguée de la conique C, 
il suffit de donner le pôle ou la polaire de conjugaison et 
lc rapport de conjugaison. 


DE TE EN eme 
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Deux coniques conjuguées ont un double contact, et 
réciproquement. 


Théorème Il. 


Deux coniques conjuguées sont toujours homolo- 
giques et leur rapport d'homologie est égal à la 
racine carrée de leur rapport de conjugaison. 

Soient C et C’ les deux coniques conjuguées, P leur 
pôle de conjugaison et PQ une sécante quelconque menée 
par le pôle et coupant la polaire de conjugaison en un 
point Q. 

Désignons par A et A’ deux points de la droite PQ, 
homologues dans les figures F et F’, et pare, j, Les points 
d'intersection de la droite PQ avec la conique C. 

Soit À” le conjugué harmonique du point A, par rap- 
port au couple de points e, f. 

Il est évident que les points e, f sont les points doubles 
de l’involution déterminée par les couples de points P, Q 
et À, A. 

On a donc 


(ee) = (Réf ? _ PAPA’ 
Qe/ \Q//  QA.Q4 


Soient e', f, les points d’intersection de la droite PQ 
avec la conique C’. 

Nous avons vu que la polaire du point À’, par rapport 
à la conique C, est la polaire du point À par rapport à la 
conique C. 

Cette dernière polaire passant par le point A”, les 
points A', A" sont conjugués harmoniques par rapport 
au couple de points e’, f’. 

Par conséquent les points e’, f’ sont les points doubles 


L'of S 


ra 


de l’involution déterminée par les couples de points P, Q 
et À’, A’,etl'on a 


Pé\®_ {LA \"_ PAPA’ 
Qc’ ES Qf', + QAQA" 
En divisant les égalités membre à membre, il vient 


Pe. nie PA PA’ 
Qe'Qe/  QA'QA7? 


ce qui démontre le théorème. 


REMARQUE. — Lorsque le rapport de conjugaison est 
négatif, le rapport d’homologie est imaginaire et les deux 
coniques peuvent être considérées comme imaginairement 
homologiques. 

Donc deux coniques qui ont un double contact sont 
homologiques, et réciproquement. 

Les rapports 


Dé "6 be DE 
Qe° ‘Q7 0e’ 07 


ont toujours leurs carrés réels. 

Il résulte de là que, si les coniques C ct C’ sont imagi- 
nairement homologiques, une sécante quelconque, menée 
par leur pôle de conjugaison, rencontre l’une des coniques 
en des points réels et l’autre en des points imaginaires. 


CHAPITRE V. 


CONIQUES CONJUGUÉES RÉCIPROQUES. 


AS 


Lorsqne le rapport de conjugaison de deux coniques 
conjuguces Cet C'est égal à — 1, les figures F et K° sont 
harmoniquement homologiques, et 'il est évident que si la 
conique C'est harmoniquement conjuguée à la conique C. 
réciproquement là conique GC est harmoniquement con- 
juguée à la conique C!. 

En vaison de cette propriété de réciprocité, nous dirons 
que les coniques Cet C! sont conjuguées réciproques. 

Le rapport d'homologie de deux coniques conjuguées 
réciproques est égal à V1, et Loute sécante menée par le 
pôle de conjugaison rencontre Pune des coniques en des 
points réels et l’autre en des points imaginaires; par con- 
séquent : 

Lorsque la conique Cest réelle et le pôle de conju- 
gaison à l'intérieur de cctte conique, là conique conju- 
suc réciproque C'est imaginaire. 

Lorsque la conique C est réelle et le pôle de conju- 
aison à sou extérieur, la conique conjuguée réciproque C' 
est réelle, 

Lorsque la conique © est imaginaire, la conique C' est 
réelle. 


Ainsi unc conique imaginaire peut toujours être consi- 
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dérée comme la conique conjuguée réciproque d’une 
conique réclle, par rapport à laquelle le pôle de conju- 
gaison se trouve à l’intérieur. 

De là résulte un mode naturel de détermination d’une 
conique imaginaire, au moyen d'une conique réelle et 
d'un point à son intérieur. 

La conique réelle et le point intéricar peuvent être consi- 
dérés comme les coordonnées géométriques d'une conique 
imaginaire, liée À ces coordonnées par 1 condition d'être 
la conjuguée réciproque de la conique réelle, par rapport 
au point intérieur. 

Cette condition ou relation géométrique joue, par rap- 
port aux coordonnées, le même rôle que l'équation alsé- 
brique en Géométrie analytique. 

Une conique © est d'ailleurs déterminée lorsqu'on 
donne une de ses coniques conjugutes réciproques C et 
son pôle de conjugaison P. 

En effet, on peut tracer la polaire d'un point quel- 
conque À’, par rapport à Ja conique €’, puisque cette 
polaire n'est aulre que Va polaire, par rapport à li 
conique G, du point À homologue du point A! dans des 
figures qui sont harmoniquement homologiques et on 
pour centre et axe d'homologie le pomt Pet sa polaire. 

Par suite, on peut déterminer sur une droite quel- 
conque des couples de points hairmoniquement conjugués 
par rapport à la conique C7, et lon sait que ces couples 
de points appartiennent à une involulion dont les points 
doubles sont les points de rencontre de cette droite et de 
la conique C. 


On voit aisément que l’on peut aussi construire la con- 
juguée réciproque de la conique C’ par rapport à un autre 
point quelconque, choisi pour pôle de conjugaison, ce 
qui permet de faire varier les coordonnées. 

Les coniques conjuguées réciproques jouissent de pro- 


prités remarquables; nous nous contenterons d’énoncer 
les suivantes : 


Théorème. 


L'tant données deux coniques conjuguées réeipro- 
ques, toute sécante, menée par le pôle de conjugaison, 
rencontre ces coniques suivant deux couples de points 
séparés harmoniquement. 


Conortaine L. — £a figure conjuguée réciproque d’un 
souple de droites réelles est un couple de droites imagi- 
ndires Conjuguécs, el réciproquement. 

C'est cette propriété qui nous a conduit à notre défini- 
tion des droites imaginaires conjugutes et, par corrélation. 
à celle des points imaginaires conjugués. 


ConroLLAIRE IT. — Un couple de cordes réelles com- 
munes à deux coniques, est aussi un couple de cordes 
communes aux coniques Conjuguées réciproques des deux 
premiéres, par rapport au point d’intersection de ces 
cordes choisi pour pôle de conjugaison. 

Ce corollaire permet de démontrer par la Géométrie 
pure que deux coniques imaginaires ont un couple de 
cordes communes réelles. 


Théorème. 


Lorsque deux coniques sont conjuguées réciproques, 
chacune d'elles est à elle-méme sa polaire réciproque, 
par rapport à l’autre. 

Réciproquement, lorsqu'une conique est à elle-même 
sa polaire réciproque par rapport à une autre conique, 
ces deux coniques sont conjuguées réciproques, et par 
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conséquent la seconde conique est à elle-mëéme sa 
polaire réciproque par rapport à la première. 

Cette réciproque peut être déduite directement du 
théorème suivant : 

Deux coniques quelconques sont polaires réciproques. 


OBSERVATIONS. 


Soient, dans un plan, une conique quelconque et un 
couple de points E, FE. 

Considérons les points KE, E/, comme points doubles 
d’une involution dont À, A’; B, B':... sont des couples 
de points homologues réels. 

Les couples de points homologues À, A'; B, B';... 
ont pour polaires, par rapport à la conique donnée, des 
couples de droites réelles «, a’; b, b';..., qui sont des 
couples de droites homologues d'un faisceau en invo- 
lution. 

Quand les points doubles E, E, sont réels, les polaires 
de ces points sont les rayons doubles réels e, e’, du fais- 
ceau en involution. 

Si les points E, E’, sont imaginaires conjugués, nous 
dirons encore que les polaires de ces points sont les 
rayons doubles 2, e’, du faisceau en involution. 

Supposons que les poinis E, E/, soient sur la conique, a 
appelons P Je pôle de la droite EE”, centre du faisceau 
en involution. 

D’après la définition précédente, les droites imaginaires 
conjuguées PE et LE’ sont les polaires des points K, E”. 

Nous dirons que les droites PE et PE" sont les tan- 
gentes à la conique aux points E et FE”. 

En admettant ces définitions, les théorèmes précédents 
peuvent être démontrés dans toute leur généralité. 


CHAPITRE VL. 


CONIQUES COMPLÉMENTAIRES. 
CONIQUES ET QUADRIQUES IDÉALES. 


Nous appellerons cuniques complémentaires les cont- 
ques eonjuguées réciproques qui ont pour polaire de 
conjugaison Ja droite à Pinfini. 

La complémentaire d'une conique est sa conjuguée réci- 
proque par rapport à son centre, pôle de conjugaison. 

Les hyperboles complémentaires ont mêmes axes, par 
suite même centre el mêmes asymplotes, mais sontsituées. 
par rapport à ces asymplotés, dans des angles différents; 
c'est-à-dire que Vaxe transverse de l'une est l'axe non 
lransverse de Pautre, et réciproquement. 

La complémentaire d'ane elipse est une conique imagr- 
nairc ct réciproquement la complémentaire d’ane conique 
imaginaire est une ellipse. 

L'ellipse e4 la conique imaginaire complémentaires ont 
mêmes axes, même centre, el mèmes asrmptotes imagi- 
naires, puisqu'elles sont tangentes eu leurs points à lin- 
fini; mais les deux axes transverses de l’une sont les deux 
axes non transverses de l’autre et réciproquement. 

Nous classerons la conique imaginaire dans le genre 
cllipse et nous considérerons la conique imaginaire comme 


unc ellipse imaginaire. 


Dans deux coniques complémentaires les foyers réels 
de l’une occupent les positions virtuelles des foyers ima- 
ginaires de l’autre et réciproquement. 

Enfin, les coniques complémentaires peuvent être con- 
sidérées comme imaginairement homothétiques, leur centre 
commun étant pris pour centre d'homothétie et leur rap- 


port d'homothétie étant supposé égal à 4 —1. 


CONIQUES IDÉALES, 


Nous représentcrons une ellipse imaginaire par son 
cllipse complémentaire réelle et nous distinguerons cette 
figure symbolique des ellipses réelles, dans l'écriture, en 
marquant un trait au-dessous de la lettre qui a désigne. 
et, sur la figure, en la Lraçant d'une couleur différente, en 
rouge, par exemple, si les figures réelles sont en noir. 

Ainsi une ellipse imaginaire sera représentée par une 
elipse rouge S que nou: désigucrons, dans le langage, 
sous Le nom d’ellipse idéxie. 

Construisons le rectangle formé par les tangentes aux 
sommets de la ligure de Fellipse idéale et tracons en 
rouge les diagonales de ce rectangle. 

Ces droites rouges seront les asymptotes idéales de 
Vellipse imaginaire. Si l'ellipse idéale à la forme d'un 
cercle, les asymplotes idtales représentent un couple de 
droites isotropes et l’ellipse imaginaire passe par les points 
cycliques. 

On sait qu’on appelle cercle une conique qui passe par 
les points cycliques. 

Un cercle idéal représente done un cerele imaginaire. 

Dans son Traité de Géométrie supérieure, Chasles à 
consacré un chapitre à l'étude des propriétés du cerele 
imaginaire. 


Nous avons vu que les conjuguées réciproques de l’el- 
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lipse, de l’hyperbole ct de la parabole sont des coniques 
imaginaires lorsque le pôle de conjugaison est pris à l'in- 
térieur de ces courbes. 

Réciproquement, la conjuguée réciproque de l'ellipse 
imaginaire est une ellipse réelle, ou unc hyperbole, ou. 
une parabole, sclon la position du pôle de conjugaison 
par rapport à la figure de l’ellipse idéale qui représente 
l'elbpse imaginaire. | 

Si le pôle est à l’intérieur de la figure de l'ellipse idéale 
la conjuguée réciproque est une ellipse réelle; s'il est à 
l'extérieur, la conjuguée réciproque est une hyperbole; 
enfin si le pôle est sur la figure de lellipse idéale, Ja con- 
juguée réciproque est une parabole. 


QUADRIQUES IDÉALES. 


Les proprittés des coniques conjuguées peuvent être 
étendues aux quadriques. 

Ainsi une quadrique imaginaire sera représentée par un 
ellipsoïde idéal, figuré en rouge et occupant virtuellement 
la position de son cellipsoïde complémentaire. 

Une sphère idéale est l’image d’une sphère imaginaire. 


CHAPITRE VIL. 


CONIQUES SUPPLÉMENTAIRES. 


Les coniques conjuguées réciproques dont le pôle de 
conjugaison cst à l'infini ont été étudiées par Poncelet, 
qui leur a donné le nom de coniques supplémentaires. 

Une conique à une infinité de coniques supplémen- 
taires. 

Deux coniques supplémentaires ont un système de dia- 
mètres conjugués COMMUNS. 

Elles ont un double contact aux extrémités de l’un de 
ces diamètres communs, qui est à la fois transverse ou 
non transverse dans les deux coniques; mais l’autre dia- 
mètre commun est transverse dans Pune des coniques et 
non transverse dans l'autre. 

Les supplémentaires d’une ellipse réelle ou imaginaire 
sont toutes des hyperbholes ; elles recouvrent tout le plan, 
sauf l’intérieur de Pellipse réelle ou de la figure de lellipse 
idéale qui représente l'ellipse imaginaire. 

Les supplémentaires d’une hyperbole sont toutes des 
ellipses, réelles où imaginaires; les ellipses réelles et les 
figures des cllipses idéales qui représentent les ellipses 
imaginaires recouvrent tout le plan, sauf les intérieurs de 
lhsperbole et de sa complémentaire. 

Les supplémentaires d'une parabole sont toutes des 
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paraboles égales à la proposée, mais l'ouverture Lournée 
en sens contraire; elles recouvrent tout le plan, sauf l'in- 
térieur de la parabole. 

Une sécante qui ne rencontre pas la conique donnée en 
des points réels, coupe la conique supplémentaire, corres- 
pondant au point à l’infini de la sécante, en des points 
réels À, À’, qui occupent les positions virtuelles des 
points d'intersection À, A de la sécante avec la conique 
donnée. 

Cette remarquable propriété des coniques supplémen- 
taires démontre l'utilité de notre mode de représentation 
des points imaginaires conjugués. 

Les foyers réels d'une ellipse imaginaire sont les points 
du petit axe de son cllipse idéale d’où lon peut mener 
des langentes rectangulaires à l'hyperbole supplémentaire, 
correspondant au point à l’infini du grand axe. 

Les foyers réels d’une ellipse réelle sont les points de 
son grand axe d’où l’on peut mener des tangentes rectan- 
gulaires à l'hyperbole supplémentaire du point à l'infini 
du petit axe. 

Les foyers réels d’une hyperbole sont les points de 
l'axe transverse d’où l’on voit sous un angle droit l’ellipse 
réclle supplémentaire du point à linfini de l’axe non 
transverse. 

Le foyer d'une parabole est le point de son axe d’où 
lon voit sous un angle droit la parabole supplémentaire, 
correspondant au point à l'infini de la tangente en son 
sommet. 

Ces propriétés se démontrent aisément en considérant 
les foyers d'unc conique comme les sommets d’un qua- 
drilatère imaginaire circonserit à la courbe, et dont les 
points de concours des eûtés opposés sont les points 
cycliques. 
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Problème. 


Construire la conique qui passe par trois couples 
donnés de points imaginaires conjugués À, A'; B, B': 
C, C’, satisfaisant à la relation de Carnot. 


On commence par construire là conique conjuguée 
réciproque de la conique cherchée, en choisissant pour 
pôle de conjugaison le point d’interscction de deux des 
trois droites réelles qui passent par les couples de points 
imaginaires conjugués. 

Cetic conique conjuguée réciproque est réelle, et la 
conique cherchée est réelle ou imaginaire suivant que le 
pôle de conjugaison se trouve à l'extérieur ou à l’inté- 
ricur de la conique réelle. Si la conique est imaginaire, 
uous construirons l’ellipse idéale qui la représente. 

Dans le cas particulier où la conjuguée réciproque se 
réduit à un couple de droites réelles, la conique cherchée 
est remplacée par un couple de droites imaginaires conju- 
guées,. 


La réciproque du théorème de Carnot est donc démon- 
trée par la Géométrie pure dans toute sa généralité, pour 
la première fois. 


